Matematiska Institutionen, KTH
Tentamen SF1691, Komplex Analys, den 14 augusti 2026 kl 08.00-13.00.
Examinator: Péar Kurlberg (08-7906582).

OBS: Inga hjilpmedel ar tillatna pa tentamensskrivningen. For full poéng kréavs korrekta
och vil presenterade resonemang.

1. (4p) Lat v : [0,1] — C vara kurvan given av y(t) = e 2™, Beriikna fv &

Da ~ &r enhetscirkeln parametriserad medsols ar

dz

d
az — _/ - = —QWiRGSzzo(l/Z) = —2m.
Z Clo,1]

y z

2. (4p) Beriikna integralen

[,
cl,1 AT 1
sin(z)

Eftersom 35 dr holomorf i C\ {£1} (med poler av ordning ett vid z = %1 eftersom

sin(£1) # 0) och bara polen z = 1 ligger inuti C[1, 1] sa &r

/ Slzn(z) dz = 2miRes,_, 812“(2) = o™ _ i1y,
C[1,1] 22 -1 22 —1 2

3. (4p) Finn en konform bijektion mellan méngden {z € C : 0 < |z — 2| < 2} och
méngden {z € C: |z — 4| > 1}.
Funktionen f(z) = (z — 2)/2 &r en konform bijektion mellan den givna punkterade
disken pa den punkterade enhetsdisken, och g(z) = 1/z 4+ 4 &r en konform bijektion
av den senare pa méngden {z : |z — 4| > 1}. Saledes har (tex) sammansattingen

2
z—2

gof= +4

den 6nskade egenskapen.

4. (4p) Bestdm antalet 16sningar till ekvationen z*+23+42 = 1iomradet 1/2 < |z| < 3.

Lat f(z) = 2"+ 23 + 42 — 1, g1(2) = 2 och hy(z) = 2> + 42 — 1. Om |z| = 3 &r
lg1(2)| = 81, och |h1(2)] < 27+ 12+ 1 =40 och da f = g1 + hy dr f(z) # 0 pa
C10, 3], och Rouches sats ger att f(z) = 0 och g1(z) = 0 har lika manga rotter i
D|0, 3], dvs fyra rotter.
Lat nu go(2) = 4z och hy(z) = 2' + 23 — 1. Om |z| = 1/2 giller |g2(2)| = 2 och
lho(2)] < 14 1/841/16 < 3/2. Saledes ar f(2) = ga(2) + ha(2) # 0 pa C[0,1/2],
och Rouches sats ger att f(z) = 0 och go(2) = 0 har lika manga rotter i D[0,1/2],
dvs en rot. Antalet rotter i ringen ér alltsa 4 — 1 = 3.
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5. (4p) Berékna
Jr
coz2 ~

givet att f(z) &r en hel funktion. Svaret far innehalla funktionsvéirden, derivator,
samt hogre derivator av f.

Eftersom f &r hel representeras f av en potensserie ), ., cp2®, som #r absolutkon-
vergent for alla z € C. Om |z| = 2 &r Z = 4/z, och saledes &r

/ @dz = / f4/z) dz
c2 < cp2 ?

Eftersom f(4/z) &r holomorf pa C\ {0} representeras f(4/z)/z av en Laurentserie
som maste vara pa formen Y, ocp4" /2" (absolutkonvergent pa C\ {0}), och
saledes ar

[0 im0 =m0
C[0,2]

z zZ

6. (4p) Lat f(z) vara en hel funktion med oéndligt antal nollstillen. Visa att

Re(f(x +1y))

inte kan vara ett polynom i x och y.

Om vi skriver f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y) ger Cauchy-Riemann ekvationerna att
= fo = uy +ivy = Uy — 10Uy

Om u &r ett polynom i x,y dr &ven u, och wu, polynom i z,y, och vi ser att det
existerar ett heltal n > 0 sa att uppskattningen |f/(z)| < |z|" géller for alla z med
|z| > R for nagot tillriackligt stort R. Da f(z) = f% f'(z)dz + f(0), dér v, ar ett
linjesegment mellan 0 och z, far vi att olikheten |f(2)| < C + |z|"*! giller for alla
z om C' viljs tillrackligt stort.

Eftersom

C + Rt
Rn—i—k—i—l

[f7E(0)] =

<(n+k)R

(n+k‘)!/ f(2) &
C[0,R]

A1 Zn+k+1

géller for alla R > 0 ser vi, genom att lata R — oo, att f"™*(0) = 0 for alla stora
k. Saledes maste f vara ett polynom, vilket motsiger att f har odndligt manga
nollstéllen.

7. (4p) Antag att f(z) &r analytisk for |z| < 1, att f(0) = 0, och att |f(z)| < M for
|z| < 1. Visa att |f(z)] < M|z]| for |z| < 1.

Lat g(z) = f(2)/z. Eftersom f(0) = 0 har g en hévbar singuldritet vid z = 0,
och antagandet pa f ger att |g(z)| < M/|z| pa D[0,1]. Enligt maximumprincipen
ar |g(z)] < M/r for z € D|0,r], for alla r < 1. Om vi later » — 1, ser vi att
|f(2)/z] = |g9(2)] < M for z € D|[0,1], och saledes &r |f(2)] < M|z|.
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