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Examinator: Par Kurlberg (08-7906582). Jourhavande ldrare: Lars Filipsson 08-7906655.

OBS: Inga hjilpmedel ar tillatna pa tentamensskrivningen. For full poéng kréavs korrekta
och vil presenterade resonemang.

1. Lat f(2) = 1/z. Da ar R(f(2)) = z/(2* + y*) = u(z,y), och om vi later v(x,y) =
S(1/2) = S(2/)21?) = —y/(2® + y*) & f = u + v holomorf pa G = C — {0}.
Eftersom lim, o |z/(2* + y?)] = oo da y = 0 4 G maximal — det finns ingen

funktion f som #r holomorf vid z = 0 sa att R(f) = u.

2. Lat f(z) = 1/(1 + 2%)? och lat g beteckna halvcirkeln given av {Re™ : 6 € [0, 7]}.
Eftersom f &r holomorf bortsett fran poler vid z = +i ar, for R > 1,

/_I;f(x) dr + /mf — 21 - Res.—i(f(2)).

Eftersom | [ f| < ﬁ ser viatt limpo [ f = 0och saledes ir limp o0 LRR f(x)de =
27i - Res,—;(f(2)).

Skriv f(z) = g(2)/(z — i)? dir g(z) = 1/(z + i)%. Taylorutveckling av g(z) vid
z =i ger g(z) = 1/(20)* + ¢'(i)(z — i) + O((z — ©)?). Da ¢'(z) = —2/(z +14)® &r
g'(i) = —2/(2i)3 = —i/4 och saledes #r Res,—;(f(2)) = —i/4 och

/00 f(x)de =2mi(—i/4) = 7 /2.
3. Eftersom F(z) = 2%2/2 4 2%/3 #r en primitiv funktion till f(z) sa ar
[ £=FO) = Fo0) =12+ 1/3=5/6
¥

da v(0) = 0 och y(1) = 1.

4. Skriv M(z) = “ déir ad — be # 0.

e Fall 1, ¢ = 0: vi noterar forst att a,d # 0 da ad # 0. M(2) = (a/d)z +b/d = z
har en unik 16sning z € C om a/d # 1. Om a/d =1 och b =0 &r alla z € C
fixpunkter. Om a/d = 1 och b # 0 dr oo en fixpunkt.

e Fall 2, ¢ # 0: For z # —d/c kan M (z) = z skrivas om som

(az +b) = z(cz +d) = cz* + dz
som har minst en komplex rot, sig zo. Om zg # —d/c ar M(zy) = zo. Fallet

2o = —d/c kan uteslutas da (azy + b) = zo(czp +d) = 0 ger att azg+b =0
vilket implicerar att a(—d/c) + b= (—ad + bc)/c = 0.
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5. Se boken.

6. Let gn(2) = ij:o 2"; da konvergerar gn likformigt mot 1/(1 — 2) pa C[0,1/2] och
dven e'/*gy(z) konvergerar likformigt mot e/*/(1 — 2) pa C[0,1/2] och vi far

lim eV gn(z) dz = / eV /(1 — 2)dz.

N=oo Jer0,1/2] c[0,1/2]

Eftersom e!/?gx(z) dr holomorf pa D[0, 1]—{0} representeras den av en Laurentserie;

eVFgn(z) = Z chnZ.

och f0[0,1/2] e'/2gn(2) dz = 2mic_y y.

Dae'/s =3, 027 F/(k!) = 141/241/(22%)+1/(62°)+. .. och gy (2) = 142+.. 42"
ser vi att
con=141/241/6+...+1/(N+1)

. Saledes &ar f0[0 12 el /(1 — 2)dz = 2milimy oo ¢ v = 2mi(e — 1).

7. Lat G = {z : R(2) > 2, och lat Sy(2) = SN n7% Da |n 7| = n® < n=3/2 for
Rz > 3/2 och Y00 n™%?2 < oo ser vi att Sy(z) konvergerar likformigt mot ((z)
(pa {z: R(z) > 2}) da N — co. Da n™* = exp(—zlogn) ar hel for n > 1 &r dven
Sn(z) en hel funktion och f7 Sy = 0 for alla slutna v C G. Eftersom konvergensen
ar likformig géller dven att f7 ((z) = 0 for alla slutna v C G. Moreras sats ger nu
att ((z) ar holomorf pa G.
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