Matematiska Institutionen, KTH
Tentamen SF1691, Komplex Analys, den 19 augusti 2024 kl 14.00-17.00.
Examinator: Pér Kurlberg (08-7906582).

OBS: Inga hjilpmedel ar tillatna pa tentamensskrivningen. For full poéng krévs korrekta
och vil presenterade resonemang.

1. (4p) Avgor om det finns nagra Mobiusavbildningar M som avbildar punkterna
1,2, 3,4 pa punkterna 2,3, 4,6, och bestdm alla sadana om de existerar.

Avbildningen M (z) = z+1 ar den unika Mobiusavbildningen som avbildar 1,2, 3 pa
2,3,4, men den avbildar ej 4 pa 6. Saledes existerar ingen sadan Mdobiusavbildning.

2. Finn en Laurentserie for m centrerad vid z = 2, och ange konvergensomradet.

Eftersom

1 1 1 1 —
= =) (/22— 2)"
k=0

2 z2-2+42 2 1+(z—2 2

far vi Laurentserien
1 ZOO f2 Zoo (—1/2)"+? n

Serien konvergerar absolut for 0 < |z — 2| < 2, men inte i nagon storre disk eftersom
mharenpoliz:&

3. Lat A={z € C: Re(z) > 0,Im(z) > 0}. Finn en konform avbildning f fran A till
D={zeC:|z] <1} saatt f(}F) =0.

Avbildningen g(z) = 2% avbildar A konformt pa H = {z € C : 3(2) > 0} eftersom
den &r analytisk och har nollskild derivata, och g((1 + ¢)/2) = i/2. Vi soker en
Mébiusavbildning M (z) som avbildar i/2 pa noll, och randen till H pa randen av

D; tiex. M(z) = Z;g avbildar i/2 pa noll och den realla axeln pa randen till D.
22—i/2

Sammanséttningen f = M o g har da den sokta egenskapen. Svar: f(2) = 5.

4. Lat f vara analytisk i en 6ppen méngd som innehaller D[w, R]. Visa att

w:L f(z)dz
fw) ./[

210 Jopwr 2 — W

Se boken

5. Lat n > 1 vara ett heltal och lat f vara en hel funktion som uppfyller |f(z)| <
|2|"+1/2 for alla z sd att |2 > 1000. Visa att f #r ett polynom av grad hogst n.

Enligt Cauchys formel for derivator géller
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o =on [ L
211 C[0,R] z
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som ger uppskattningen

k! n+1/2

v _ n+1/2—k
2R = KR

for R > 1000. Om vi later R — oo ser vi att f¥(0) = 0 for k > n. f har siledes en
andlig Taylorserie och f maste da vara ett polynom av grad hogst n.

F9(0)] <

. Hur manga rotter har har ekvationen 2° + 102 — 1 =0 for 1 < |2 < 27

Lat f(z) = 2° 4+ 10z — 1. Ur Rouches sats foljer, da |z|° > |10z — 1] pa C|0,2],
att f(z) har fem rotter i D[0,2]. PSS, da |10z — 1| > |z]° pa C[0,1] har f(z) en
rot 1 D[0, 1], och inga rétter pa C|0, 1]. Saledes har f(z) fyra rétter som uppfyller
1<zl <2,

. Lat ay,...,a, < 10 vara distinkta reella tal, och 1at F(s) = —m—. Givet ett

12, (s—ai)
reellt tal ¢ > 0, berdkna

1
— lim F(s)e® ds
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dér v betecknar den vertikala linjen mellan 17 — ¢R och 17 4+ ¢ R.

Lat Xy beteckna rektangeln med hérn i de fyra punkterna 17+ iR och —RY? +iR,
med positive orientering. For R tillrackligt stort innehaller Xz punkterna aq, ..., a,.
Eftersom F(s)est dr holomorf bortsett fran poler i s = ay,...,a,, av ordning ett,
ger residysatsen att

st

1 u e
— F(s)e*tds = Resseg, | =———
o f Foeris= 3o ()

eait

—1 ngjglo,j;éi(a’i — aj;)
Om vi later Vi beteckna den vertikala linjen fran —R'Y? + iR till —R'/? — iR, och

H g de tva horisontella linjerna mellan 17 + iR och —RY2 + iR samt —RY? — iR
och 17 — iR far vi

/ F(s)e® ds :/ F(s)e® ds+/ F(s)e® ds+/ F(s)e“ds—i—/ F(s)e® ds
Xr YR Vr Hy g H_r
For tillrickligt stora R dr |F(s)e’!| = O(e'™/R™) pa bade H_ g och Hy g, och

saledes ar

/ F(s)e ds + / F(s)et ds = O(e'"VR/R™) = O(¢'™ /V'R).

H_ g

For tillriickligt stora R ir dessutom |F(s)e| = O(e=VE /R™) pa Vg, vilket ger att
| [ F(s)e ds| = O(e VR /R™ )
Vr

Vi far saledes, eftersom ¢ > 0, att

1 1 n a;t
— lim F(s)e* ds = — lim F(s)e* ds = ‘
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